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摘  要：在层剪切波速随层深度递增的规则层状弹性介质中，基阶模态瑞利波在表面波场起主导作用，基阶模态频散曲线计

算在表面波测试分析非常重要。层状弹性介质中各阶模态瑞利波频散曲线计算常采用矩阵方法，由矩阵行列式根得到频散曲

线，但行列式需用搜索方法求解。为了避免复杂计算，本文基于 Aki & Richards 给出的基阶模态频散曲线计算式，假设瑞利

波相速度是层剪切波或瑞利波速与瑞利波位移振型函数积分加权均方根。对规则层状介质中基阶瑞利波位移振型及土参数与

第一层相同的均匀半无限体瑞利波位移振型比较可知两者变化规律具有相关性，以层剪切波速度差异为参数对基阶瑞利波位

移振型修正可估算分层介质中基阶瑞利波振型。分析结果表明相较于矩阵方法，该方法算法简单，相较于半波法，精度较高。

对基阶瑞利波位移振型 

关  键  词：瑞利波；基阶模态；半波法；位移振型函数；频散 
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A new approach to evaluate dispersion curve of Rayleigh waves of the 

fundamental mode in regularly layered elastic media  

 
CHAI Hua-you1,  KE Wen-hui2, 3,  CHEN Elton J.4,  WANG Zhang-qiong1,  HUANG Xiang-guo2 

(1. School of Civil Engineering and Architecture, Wuhan Institute of Technology, Wuhan, Hubei 430073, China;  

2. Wuhan Municipal Construction Group Co., Ltd., Wuhan, Hubei 430023, China;  

3. Department of Civil Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China;  

4. School of Civil Engineering & Mechanics, Huazhong University of Science & Technology, Wuhan 430074, China) 

 

Abstract: In regularly layered elastic media where the shear velocity of layer increases with the increasing layer depth, the surface 

wave-fields are dominated by Rayleigh waves of the fundamental mode. Thus, it is very important for calculation of the dispersion 

curve of the fundamental mode in the surface wave tests. The matrix methods are often used to calculate the dispersion curves of 

Rayleigh waves in the layered elastic media. The dispersion curves could be obtained from the determinant of the matrix. However, 

the determinant must be solved using root searching techniques. To avoid the complex algorithm, based on the expression for 

calculation of the fundamental mode dispersion, the phase velocity is assumed to be the root-mean square of the shear wave velocity 

and/or Rayleigh wave velocity of layer weighted by the integral of the displacement shape functions. It can be known that the 

displacement shape functions of the fundamental mode in regularly layered media are highly correlated to those in the homogenous 

half space with the properties equal to the first layer. The displacement shape functions in the regularly layered medium can be 

evaluated from those of the homogenous half space which are calibrated using the shear wave velocity contrasts between layers. It is 

shown from the results that the approach proposed can provide a simpler algorithm compared to the matrix methods and has higher 

accuracy than the empirical method of half wavelength. 

Keywords: Rayleigh wave; fundamental mode; half wavelength method; displacement shape function; dispersion 

 

1  引  言 
不同年代冲积形成的岩土介质常以层状形式
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存在，在很多情况下，岩土介质层剪切波速随层深

度递增。对这些规则层状介质，表面波场质点振动

一般由瑞利波基阶模态主导[1−4]。表面波测试得到的

频散数据接近基阶模态频散曲线。对基阶模态频散

数据正演或反演分析可以获取检测区域土层结构及

土层剪切波速。层状介质中简正瑞利波（自由状态

下以平面波阵面传播）各模态瑞利波相速度计算一

般基于矩阵方法（传递矩阵、总刚度矩阵或系数矩

阵）[5−6]。由表面自由及无穷远场位移为零条件，得

到矩阵行列式，行列式根与各简正模态波数对应，

但行列式一般要用搜索方法求解，根搜索算法存在

搜索范围不收敛、根遗漏问题。薄层法虽然可以将

传统矩阵法根搜索问题转换成求代数矩阵特征值问

题，由于要将层状介质离散成相对波长很小的薄层，

计算量较大[7−8]。 

相较于简正模态复杂矩阵计算，半波法（或1/3

波长法）提供了规则层状介质中基阶模态频散曲线

近似计算方法[3, 9]。该方法认为瑞利波相速度是能量

集中深度（1/2或1/3波长）内各层剪切波速度与层

厚度加权平均，但忽略1/2（或1/3）波长深度外各

层参数对频散影响。 

鉴于传统矩阵算法以及半波近似方法存在的

不足，本研究开展以下几方面工作：①分析规则层

状介质中基阶模态瑞利波相速度低频及高频渐近规

律；②分析层剪切波速差异对基阶模态位移振型（即

位移随深度变化）影响，提出基阶模态位移振型估

算方法；③ 假设基阶模态瑞利波相速度是层剪切波

速或瑞利波速与位移振型函数积分加权均方根，给

出基阶模态瑞利波相速度近似计算方法；④将频散

曲线理论值与计算值比较验证算法可靠性。本研究

目的在于为规则层状介质中表面波测试频散数据分

析提供一种快捷、简单算法。 

2  规则弹性层状介质中瑞利波特性

分析 

2.1  基阶模态位移振型 

瑞利波位移振型反映了瑞利波位移随深度变

化，由位移振型可以了解瑞利波能量随深度分布。

选择三种不同情形规则层状介质，情形 I 分层结构

及层材料力学参数同文献[11], 对情形 II、III，改变

第二层与第三层剪切波速以便研究层剪切波速差异

对位移振型的影响，各情形分层参数如表 1 所示。

情形 I 的第三层与下覆半无限体，情形 II 的第一层

与第二层，情形 III 的第二层与第三层剪切波速差异

较大，为了叙述方便，将下覆半无限体称作层厚度

趋于无穷的底层。 

 

表 1  不同情形层状介质土性参数 

Table 1  Soil properties of layers for different cases  

层厚(m) 
剪切波速(m/s) 

泊松比 
密度 

(kg/m3) 情形 I 情形 II 情形 III 

2 80 80 80 0.35 1 800 

4 120 250 120 0.35 1 800 

8 180 300 300 0.35 1 800 

∞ 360 360 360 0.35 1 800 

 

通过与均匀半无限体中瑞利波位移振型比较，

可以分析层剪切波速相对差异对基阶模态位移振型

影响。取均匀半无限体泊松比与规则层状半无限体

的第一层泊松比相同。水平向及竖直向位移振型函

数 ( , )z z  为[10]： 

( , ) ( 2 )

( , ) ( 2 )

kz kz

x

kz kz
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z e e

z e e
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 
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

 
     （1） 

式中：波数 2 /k   ，λ 为波长；z 为深度，参数

, ,   分别为： 

21 ( / )R pc c   , 21 ( / )R sc c   , 2)/(2 sR cc  

          （2） 

式中： , ,p s Rc c c 分别为介质纵波、横波、瑞利波波

速。 

pc 与 sc 关系式为： 

2(1 )

1 2
p sc c









              （3） 

式中： 为介质泊松比。 

介质的简正瑞利波速 Rc 与剪切波速回归关系

为： 

sR cc









1

12.187.0
            （4） 

利用式（3）及式（4）可知，参数 , ,   仅与

介质泊松比有关，由第一层泊松比可确定式(2)参数

, ,   。 

利用传递矩阵或刚度矩阵方法可以得到不同

频率处基阶简正模态瑞利波(即以下各图标记Mode 

1)位移振型[12]。取50 Hz、20 Hz和10 Hz分别为高、

中、低代表性频率。由于均匀半无限体水平向与竖

直向位移随深度变化规律具有相似的特征，分析竖

直向位移振型函数具有代表性，不同频率位移振型

幅值不同，将位移振型对其表面位移归一化。对情
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形I，不同频率基阶模态无量纲位移振型随深度变化

见图1(a)，由图可以看出，50 Hz瑞利波能量主要分

布于第一层。当频率降低20 Hz，随着波长增加，第

二层能量增加。当频率进一步降低至10Hz, 第三层

能量也明显增加。由于波长随频率变化，为了比较

不同频率位移振型，引入无量纲深度z/λ，由式（1）

可知，对均匀半无限体，不同频率瑞利波归一化位

移随无量纲深度变化是相同的。对情形I，不同频率

归一化位移随无量纲深度变化见图1(b)。为了分析

层剪切波速度差异对位移振型影响，取两特征点，

特征点位移分别对应于1/3及1/2位移峰值。均匀介

质中瑞利波位移振型两特征点对应的深度分别为

0.75λ, 0.6λ。情形I中50Hz处归一化位移随无量纲深

度变化规律与均匀半无限体中瑞利波位移接近，这

表明，对高频波来说，当波长相对第一层厚度较小

时，第一层近似半无限体。随着频率降低，波长增 

 

深
度
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深
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(a) 归一化位移随深度变化 

z/
λ

归一化幅值

z/
λ

归一化幅值

半无限体

 

 (b) 归一化位移随无量纲深度变化 

图 1  情形 I 不同频率归一化基阶模态竖直向位移振型 

Fig.1  Normalized vertical displacement shapes of the 

fundamental mode at different frequencies for the case I 

加，第一层以下各层参数会影响位移振型，由图 1(b)

可以看出，20 Hz 和 10 Hz 处特征点位置基本相同，

相较于均匀半无限体中瑞利波位移振型，两特征点

对应无量纲深度大为减小，分别为 0.46λ及 0.37λ (均

位于半波内）。 

三种不同分层情形中50 Hz处基阶模态瑞利波

位移振型比较见图2(a)。可以看出，情形I与III的第

一层、第二层参数相同，位移振型也相同。对情形

II，虽然第二层与第一层剪切波速差异较大，但位 

z/
λ

归一化幅值

无量纲深度
减小方向

z/
λ

归一化幅值

无量纲深度
减小方向

半无限体

 

(a) 50Hz 
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减小方向
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λ
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无量纲深度
减小方向

半无限体

 

(b) 20Hz 

z/
λ
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减小方向

能量跳跃

z/
λ
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无量纲深度
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(c) 10Hz 

图2  不同分层情形基阶模态竖直向位移振型比较 

Fig.2  Comparison of displacement shapes of the 

fundamental modes for the different cases 

移振型变化不大，且与均匀半无限体中位移振型接

近，这是由于对短波长的高频波，第一层形同半无

限体，第一层以下层参数对高频瑞利波位移振型影
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响不大。 

图2(b)给出不同分层情形下20Hz处基阶模态瑞

利波位移振型比较，可以看出，情形I与III位移振型

相同，这是因为，虽然频率降低，波长增加，第二

层传递能量相对增加，但第三层能量相对很小（见

图1），因而，第三层的剪切波速变化对位移振型影

响很小。相较于情形I、III，情形II的第二层与第一

层剪切波速的较大差异导致位移分布无量纲深度变

小。 

频率越低、波长越大，位移分布深度更深，如

图 1(a)所示，这样，深部各层与第一层剪切波速差

异会影响低频位移振型。不同分层情形下 10Hz 处

基阶模态瑞利波位移振型比较如图 2(c)。相较于情

形 I，情形 III 的第三层与第一和第二层剪切波速差

异增加，位移分布无量纲深度减小。对情形 II，第

二层与第一层剪切波速较大差异导致第一层位移出

现跳跃式增加，位移最大幅值与表面位移比值达

1.75，远大于均匀半无限体中比值 1.1，位移集中分

布于第一层。 

以上分析表明，规则层状介质中基阶模态瑞利

波与均匀半无限体中瑞利波位移随无量纲深度变化

规律有高度相关性，基阶模态瑞利波大部分能量分

布于一个波长深度；能量在一个波长外深度快速衰

减。相较于均匀半无限体中瑞利波，规则层状介质

中基阶模态瑞利波能量集中无量纲深度较浅，层剪

切波速相对差异越大，能量集中无量纲深度越浅。 

2.2  频散曲线低频、高频渐近 

利用矩阵方法，三种不同分层情形中在频率范

围（0~100 Hz）前 5 阶理论简正模态频散曲线如图

3 所示。为了分析频散曲线低频及高频渐近特征，

由表 1 参数和式（4）计算第一层介质及下覆半无限

体瑞利波速分别为 ,1 74.8Rc   m/s, 
,4 336.5Rc   

m/s。 频率越高，波长越小，基阶瑞利波能量越集

中于第一层，在高频极限 f→∞，瑞利波相速度趋于

第一层介质瑞利波速。相对于基阶模态，高阶模态

瑞利波在中间层内能量分布较多，相速度以较缓慢

速率趋于第一层介质瑞利波速。随着频率降低，波

长增加，下覆半无限体中传递的基阶模态瑞利波能

量比例增加，在低频极限 f→0，基阶模态瑞利波相

速度趋于下覆半无限体介质瑞利波速。高阶模态存

在低截止频率，即只有当频率超过该低截止该阶模

态才会出现，在低截止频率处，下覆半无限体传递

瑞利波能量比例最高，相速度在截止频率处相速度

最大，最接近于下覆半无限体瑞利波速。 
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(a) 情形 I 
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(b) 情形 II 
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(c) 情形 III 

图 3  前 5 阶简正模态频散曲线及表观相速度 

Fig.3  Dispersion curves of the first five normal modes and 

apparent phase velocity curves 

 

2.3  表观相速度 

表面源激发瑞利波以柱面波阵面传播，受曲面

波阵面影响，激发模态传播特性不同于自由状态下

平面波阵面简正(或本征)模态[12−14]。无量纲曲率半

径 /r （r=传播距离，λ=波长）越大，激发模态与

简正模态相速度差别越小，当无量纲曲率半径趋于

无穷，激发模态相速度趋于简正模态相速度[15−17]。

层状介质中各模态波能量不同，速度不同，从振源

中心向外传播的各模态质点振动相互叠加，叠加后
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复合波相速度不同于单个模态波相速度，称之为表

观相速度或有效相速度[18−19]。按文献[15-19]给出的

表观相速度计算方法，得到不同分层情形下距离振

源中心r=5 m位置表观相速度曲线，表观相速度与基

阶模态相速度比较见图3。对情形I，位置r=1 m 处

表观相速度曲线用来比较不同位置表观相速度区

别，由图3(a)可以看出，在低频区间，位置r=1 m处

表观相速度偏离基阶模态相速度较大，而位置r=5 m

两曲线则较接近。这是由于频率越低，无量纲曲率

半径 /r  越小，激发模态与简正模态相速度差别较

大。在高频处，无量纲曲率半径影响较小，两位置

表观相速度差异主要是由于不同位置模态间相互叠

加不同所致。由图4(a)可以看出在分析频率范围，

表面波场中基阶模态相对位移最大，表面波场由基

阶模态波主导，这样，高阶模态对表观相速度影响

较小，在高频处，表观相速度趋于基阶模态相速度。 

对情形 II, 在 10~17Hz 频率区间，第二阶模态

表面位移较大，见图 4(b)，在此频率区间，r=5 m

处表观相速度接近于第二阶模态相速度，见图 3(b)。 

情形 III 与情形 I 和 II 类似，由图 4(c) 可以看

出表面波场位移基本由基阶模态主导，这也决定了

表观相速度变化趋势，见图 3(c)。 

以上分析表明规则分层介质中表面波场在大

部分频率范围由基阶模态瑞利波主导，因此，基阶

模态瑞利波频散计算对规则层状介质表面波测试及

分析非常重要。 

3  基阶模态频散快速算法 

半波法是瑞利波频散数据一种近似分析方法，

该方法基于瑞利波相速度是半个波长深度内层剪切

波速与层厚度加权后对半波深度平均假设[9]。将分

层离散成薄层，半波法离散表达式为: 

, 1 , 1 1
ˆ ˆ[ ( ) ] /R n n R n n n n nc H c H H c H        （5） 

式中 , 1 ,
ˆ ˆ,R n R nc c 分别为两相邻波长 1,n n  对应瑞利

波波速， 1,n nH H 分别取 1 / , /n n    ，对半波

法， 2  ， nc 为薄层（深度区间 1n nH H ）剪

切波速度或瑞利波速。考虑到瑞利波波长相对第一

层厚度较小时趋于第一层介质瑞利波速，波长相对

上覆各层总厚度很大时趋于下覆半无限体介质瑞利

波波速这些现象，当薄层位于第一层或下覆半无限

体内时， nc  分别取第一层或下覆半无限体瑞利波

速，薄层位于中间分层， nc 取分层剪切波速。半波 
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(a) 情形 I 
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(b) 情形 II 
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频率/Hz

相
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(c) 情形 III 

图 4  前 5 阶模态表面竖直向位移相对幅值 

Fig.4  Relative amplitudes of vertical surface 

displacements of the first five modes  

 

法不考虑到半波深度以外各层参数的影响。 

基于能量分析，Aki& Richards 给出了基阶模态

相速度计算式，只要已知不同频率基阶模态位移振

型函数便可计算出基阶模态频散曲线[20]。通过对此

表达式分析，Haney &Tsai 认为相速度是分层剪切

波速与位移振型函数积分加权均方根[21]。由于水平

向与竖直向位移振型均与无量纲深度幂指数变化有
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关，为了简便，积分项仅取竖直向位移振型为代表，

相速度近似用下式表示： 

1

1

2 2

1

2

1

ˆ[ ( , )]

( )
ˆ[ ( , )]

m

m

m

m

M h

m z
h

m
M h

z
h

m

c z dz

c

z dz

 



 










 


      （6） 

这里， mc 为第 m 层介质剪切波速或瑞利波速。

1,m mh h  分别是第 m 层的上、下层面深度，ˆ ( , )z z 

是规则层状半无限体中基阶模态瑞利波竖直向位移

振型。“2.1 基阶模态位移振型”分析表明层状介质

中瑞利波基阶模态位移振型变化与均匀半无限体中

瑞利波位移振型函数 ( , )z z  有较高相关性，这里，

以泊松比参数与第一层泊松比相同的均匀半无限体

中瑞利波位移振型函数 ( , )z z  为基础，然后对其

修正来考虑层剪切波速相对差异对位移振型函数的

影响，即假设 

ˆ ( , ) ( , )z m zz z              （7） 

校正函数 m 与波长、层结构、层剪切波速参数有

关。 

利用式（6）和（7），规则分层介质中基阶模

态相速度可近似表示为 

1

1

2 2

1

2

1

( )

( )

( )

m

m

m

m

M h

m m z
h

m
M h

m z
h

m

c dz

c

dz

 



 










 



       （8） 

为确保低频极限基阶模态瑞利波速渐近于下覆半无

限体瑞利波速，高频极限波速渐近于第一层介质瑞

利波速，取 

,

,

1,

1,

R m

m

s m

c m M
c

c m M


 


       （9） 

即式（8）中第一层及下覆半无限体分别取其瑞利波

速，中间层 mc 取层剪切波速。   

4  校正函数选取 

由“2.1 基阶模态位移振型”分析可知相对于均

匀介质，规则层状介质中基阶瑞利波能量向浅部较

软层聚集，浅部各分层剪切波速差异越大，则浅部

分层材料参数对基阶瑞利波相速度影响越大。校正

函数 m 选取对提高快速算法的精度非常重要，但

在实际中，鉴于层结构及层材料参数差异的多样性

及复杂性，难以给出校正函数统一表达式。这里主

要针对频散曲线较光滑情形，在此情形下，分层剪

切波速差异较小，近似取校正函数形式为： 

( )

,1 ,( / )m s s mc c               （10） 

式中 ( )  取 

0 1( ) (1 )                  （11） 

通过对不同分层计算值与理论值误差分析，系数分

别取 0 10.5, 0.015   。随着波长的增加，能量

逐渐向深部分布，当 11/  ，取 ( ) 0   。 

式（10）的物理意义可借助于分层情形 I 计算

结果说明，当指数 ( ) 0   ，即不作校正，由于较

软层的材料特性参数对相速度计算影响被低估，导

致式（8）计算相速度比理论值偏高，如图 5 所示，

当 ( ) 0.5   ，随着频率降低（波长增加）较软层

的影响又被放大，导致计算相速度比理论值偏低。 
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图 5  两个不同 值校正计算与理论曲线比较 

Fig.5  Comparison of calculated and theoretical curves of 

the fundamental mode for two different values of   

5  计算结果分析 

对表 1 给出三种不同情形层状半无限体，不同

方法得到频率—相速度曲线及波长—相速度曲线

比较分别见图 6、7、8。 

与理论曲线相比，半波法计算的频散曲线不连

续，有明显的拐点。半波深度内分层剪切波速相对

差异越大，拐点两侧的相速度随频率变化斜率差异

也越大，如图 7(a)所示的情形 II。本方法计算的频

散曲线较为光滑，对情形 I 和 III，本文方法计算的

频散曲线与理论曲线非常接近。然而对第一层与第

二层剪切波速相对差异较大的情形 II, 层剪切波速

剧烈差异导致理论曲线有明显的拐点，计算曲线仍

然较为光滑，相同频率处，计算值比理论值偏大，

这说明浅部较软层对相速度计算影响程度被低估，

即参数 0 偏小，当
0 0.7  ，即增加浅部软弱层对 
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(a) 频率—相速度 
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(b) 波长—相速度 

图 6  情形 I 计算与理论频散曲线比较 

Fig.6  Comparison of calculated and theoretical dispersion 

curves for the case I 
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(b) 波长—相速度 

图 7  情形 II 计算与理论频散曲线比较 

Fig.7  Comparison of calculated and theoretical dispersion 

curves for the case II 
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(b) 波长—相速度 

图 8  情形 III 计算与理论频散曲线比较 

Fig.8  Comparison of calculated and theoretical dispersion 

curves for the case III 
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(b) 波长—相速度 

图 9  情形 II 中两个不同
0 值计算与理论频散曲线比较 

Fig.9  Comparison of calculated and theoretical dispersion 

curves for two different values of 
0  for the case II 
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相速度计算影响程度，计算与理论曲线比较见图9，

计算曲线与理论曲线非常接近。对情形III，虽然第

二层与第三层剪切波速差异也较大，但由于基阶模

态能量集中于半波长深度内，浅部层剪切波速差异

比深部层剪切波速差异对频散影响大，深度越深，

层参数差异对频散影响越小，因此，情形III和情形

II相比，计算的频散曲线仍具有较高精度。 

6  结  论 

（1）在规则层状介质中，基阶模态瑞利波竖直

向位移分布于一个波长深度，超过一个波长深度位

移随深度快速衰减。相较于均匀半无限体中瑞利波，

规则层状介质中基阶模态瑞利波能量集中无量纲深

度较浅，层剪切波速差异越大，能量集中无量纲深

度越小； 

（2）用层剪切波速差异对均匀半无限体瑞利波

位移振型修正可估算层状介质中基阶模态位移振

型。 

对基阶模态频散曲线较光滑情形，式(11)校正系

数取 0 10.5, 0.015   ，本文方法有很高的精度。

但对浅部相邻层剪切波速度差异很大导致理论频散

曲线出现拐点情形，本算法精度会有所下降； 

（3）基阶瑞利波相速度近似为层剪切波速或瑞

利波波速度与层内振型位移函数积分加权后均方

根； 

（4）相较于半波法，本算法可以考虑半波深度

外各分层材料力学参数对基阶模态频散的影响。相

较于传统矩阵算法，本算法具有解析表达式，计算

快捷、方便。 
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